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Convergenze DFT - FT
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Convergenze su Griglie Uniformi

Condizione 1 Condizione 2

DFT classica

Condizione 1

Griglia di Discretizzazione Uniforme

=15
A
s I
| [ | ]
| —pe— TES— fUS———
xOZO x.|:5 x~=10 ):3:']5

N=3 A&=15=5 j=0123

° £2CONSOB

Convergenze su Griglie Uniformi

: £:2CONSOB

Convergenze su Griglie Uniformi

£2CONSOB

Limite di Nyquist — Shannon (N-S)

FIA) (1) =lim X o(n)
Noao

. N
npyx Jor N even
{tn ey 20 Jor N odd

Condizione 2

N=M

—

DFT specializzata

N1 r:'.\'_ n
wn)=) e ¥ : ”.f(-";] where n=1,2,...,N

J=0

N £2CONSOB

Convergenze su Griglie Uniformi

£:2CONSOB

,—alnk 43 3 T e RIT
C, =2 I‘I\’I{"f'"" o A (atly ]df
T o +a—&8 +i(2a+1)E

[

X L

Griglia di Discretizzazione Uniforme pet f

1. f(“j—l ) e—r’[_;'—l]rg[ll]&—b:wﬂ((f_ 1 )f}')

2. flvpa) = e DSy o= 1)) + (3 + (-1 = 8j1)

" £2CONSOB



Convergenze su Griglie Uniformi

1. ,—alk +3% PRLLT A R e ) Y
C,=* Ih‘l L LG (et Iy,
T o +a—E +i(2a+1)E
f(“_;’—l) e—r‘[_;‘—l]:;[lns!—b:wﬂ((j_ ])f]')
+
N-S

efa[]nsrblﬁl(zﬁl)] . ".R(CO(H))

v £2CONSOB

2

Co[lnK],

Indice della presentazione

*L'Option Pricing via DFT
* Formule per il prezzo di un derivato via FT
* Convergenze della DFT alla FT
* Teoremi di Convergenza su Griglie Uniformi
* Teoremi di Convergenza su Griglie Non Uniformi Gaussiane

Convergenze su Griglie Uniformi

Convergenze su Griglie Non Uniformi

Condizione 1
Griglie Gaussiane

R —

Scelta Ottimale dei punti di discretizzazione
/ Zero di

o !
ﬁ\i Polinomi di Laguerre

!

L]

¢3CONSOB

3

e f(E—(a+Di
2 de

o +a—E +i(2a+1)E

2. é .,:nx -I‘. ‘h’l{g'f'"""

|

(:|=
f{"j—l) _ e—i{J-_]}q[]n,‘-;;—h]wu({j -1)n) - (3 +(-1 )J _ 5__])
+

N-S

oS- ba(u-1)] L6
— R(w(u))

U

Co[InK];

20

Convergenze su Griglie Non Uniformi

Condizione 1
Griglie di Discretizzazione Non Uniformi

N=3 X=15 i=0123

Convergenze su Griglie Uniformi

A
I ™
1 1 1 ]
| (R, S TR |
xozoj x{=25 \ 579 J x5=15
Axy =25 Axo=65 Ax=6
» 3 CONSOB

Convergenze su Griglie Non Uniformi

Condizione 1
Griglie Gaussiane

[

Scelta Ottimale dei punti di discretizzazione

Zero di
Polinomi di Legendre

Teorema di Equivalenza

S -

Il prezzo della Call calcolato via Teorema di
Convergenza ¢ uguale al prezzo della Call
calcolato via Trapezoid/Simpson Quadrature

8 £2CONSOB

Convergenze su Griglie Non Uniformi

Condizione 1

Griglie Gaussiane

S I —

Scelta Ottimale dei punti di discretizzazione

-+ L L

Gauss Laguerre Gander Gautschi

# £2CONSOB

Convergenze su Griglie Non Uniformi

Condizione 1

Griglie Gaussiane

S I —

Scelta Ottimale dei punti di discretizzazione

Gander Gautschi

Zero di Polinomi di

Legendre riscalati




Convergenze su Griglie Non Uniformi

Condizione 2

N#M

R —

DFT Generalizzata

Nl 2w
wmy=Ye "V r(x) dovem=12,..M
=0

Convergenze su Griglie Non Uniformi

Il Teorema di Convergenza
per la DFT generalizzata (C Th)

[

N .
FOtm) =|imz e il ”ﬂ.\'_,-,X)

N i)

_ 2y,
rm N X (fﬂ 1)

Convergenze su Griglie Non Uniformi

w

o & 'I‘- go|pme €T LE— (a4 ).
L o +a—E +i(2a+1)E >

4 1

Griglie Gaussiane pet f

1 fvi) = e[l-f(-}:‘: 15, Ju; ro(vjr) m
N+ i NAYF

2. S(Fatsv) = [ Gy (Jar e y) | b

» £2CONSOB

Convergenze su Griglie Non Uniformi

1. ot alak I gl ek T (€~ (a+1)i i
by T ] o +a— 8 +i2a+1)E >
L _,[i-.‘ ':L_'—Ill.s'_v)]u.| 5 1 i
Mupa) =e wo(vi) 7‘;—.\;1“}.: ST
+
C-Th
Co([InK],) = =y ;e -m'{n)]

” £:2CONSOB

Convergenze su Griglie Non Uniformi

2. - alnk I g pmx ¢ 7€~ (ot i .
by T i o +a— 8 +i2a+1)E >
| —|
ﬂ 1 all + v )\ =[e i{3a(1e0,) )[mS, %JW g 1 a(l+ U-_:}\I 1 .
2 n) [ "2 i J [Prau-1)]
+
C-Th

Col[InK]]) = ETI[*"—:L—h—'“'—R;l,_I—_‘»w'(%G[I:vUJ 111}

. £2CONSOB

Convergenze su Griglie Non Uniformi

Teorema di Equivalenza

R -

Il prezzo della Call calcolato via Teorema di
Convergenza ¢ uguale al prezzo della Call
calcolato via Gauss Laguerre/Gander Gautschi
Quadrature

. £2CONSOB

Indice della presentazione

*L'Option Pricing via DFT
* Formule per il prezzo di un derivato via FT
* Convergenze della DFT alla FT
* Teoremi di Convergenza su Griglie Uniformi
* Teoremi di Convergenza su Griglie Non Uniformi Gaussiane

* L’Option Pricing Veloce
* FFT
* FFT Non Uniforme

*L’algoritmo interpolante “Gaussian Gridding”
*Analisi di Performance: Velocita, Stabilita, Accuratezza

« Conclusioni

* £:2CONSOB

L’Option Pricing Veloce

—

CI via DFT

Algoritmi
Fast Fourier Transform

N £2CONSOB

L’Option Pricing Veloce

CI via DFT

FFT Uniforme




L’Option Pricing Veloce

CI via DFT

FFT Non Uniforme

FFT Uniformi
tary (n1) N=32
Lgruppo o me0 F K0 L.
NN NE NN LK N XX X X X Ky Xy X Xy Y Yo N N i Ko Xon Ny N Yo X B X
2gruppd =m0, 1

N )]

7, ma0 me2 T,

fxxrrrry’ ‘rrnzaEa

€3C0NS0B

FFT Uniformi

Dato il Limite di Nyquist — Shannon,
le formule di prezzo

forniscono prezzi accurati
SOLO

intorno alla Frequenza di Nyquist

—I L

Allincirca il 25% dei prezzi puo essere accettato

Indice della presentazione

*L'Option Pricing via DFT
* Formule per il prezzo di un derivato via FT
* Convergenze della DFT alla FT
¢ Teoremi di Convergenza su Griglie Uniformi
* Teoremi di Convergenza su Griglie Non Uniformi Gaussiane

* L’Option Pricing Veloce
* FFT
* FFT Non Uniforme
*L’algoritmo interpolante “Gaussian Gridding”
*Analisi di Performance: Velocita, Stabilita, Accuratezza

» Conclusioni

FFT Uniformi

Caratterizzazione della DFT di Cooley - Tukey

—I 1

An-1)

O%(n) = fxm) + W fxmann) forn=1,2

— 1

Iterando dal basso verso I’alto per N passi

I 1

Si ottiene Palgoritmo FFT di Cooley — Tukey

* £:2CONSOB

FFT Uniformi

Algoritmo FFT di Cooley — Tukey

I 1

Il costo computazionale della DFT si riduce

0 ()

- 1

O (Nlog, N)

v £2CONSOB

FFT Uniformi

Dato il Limite di Nyquist — Shannon,
le formule di prezzo

forniscono prezzi accurati
SOLO

intorno alla Frequenza di Nyquist

£2CONSOB

! £:2CONSOB

Indice della presentazione

*L'Option Pricing via DFT
* Formule per il prezzo di un derivato via FT
* Convergenze della DFT alla FT
¢ Teoremi di Convergenza su Griglie Uniformi
* Teoremi di Convergenza su Griglie Non Uniformi Gaussiane

* L’Option Pricing Veloce
* FFT
* FFT Non Uniforme

*L’algoritmo interpolante “Gaussian Gridding”
*Analisi di Performance: Velocita, Stabilita, Accuratezza

« Conclusioni

44

;2 CONSOB

“ £2CONSOB

FFT Non Uniforme

Gaussian Gridding

45
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Step 1
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Step 3
Calcolo del Coefficiente di Fourier f_(x)discretizzato
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Derivazione della NU-DFT come una funzione della DFT
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M, =2M

FFT Non Uniforme

Costo Computazionale

—I L

Il maggior costo computazionale della
procedura ¢ la FFT su griglia sovracampionata

—I L

scegliendo il rapporto di sovracampionatura
M, =2M

—I L

Il costo totale della procedura ¢ =~ 2Mlog2M

“ £2CONSOB

Indice della presentazione

*L'Option Pricing via DFT
* Formule per il prezzo di un derivato via FT
* Convergenze della DFT alla FT
* Teoremi di Convergenza su Griglie Uniformi
* Teoremi di Convergenza su Griglie Non Uniformi Gaussiane

* ’Option Pricing Veloce
* FFT
* FFT Non Uniforme

eL’algoritmo interpolante “Gaussian Gridding”
*Analisi di Performance: Velocita, Stabilita, Accuratezza

« Conclusioni

65

Analisi di Performance

ACCURATEZZA

“ £2CONSOB

Analisi di Performance

Pricing Error - BS Model via DFT

[ 3 80 a5 90 25 100
Strike Price

2000 Prices computed

£2CONSOB

Analisi di Performance

STABILITA’

“ £:2CONSOB

Analisi di Performance

At Pricing Error » BS Model via DFT

1500 2000 2500 3000 3500
Prices (Number of)

L 1

3 80

Strike price

500 1000

¢ £2CONSOB

Analisi di Performance

7

STABILITA’

—I L

L’errore del 90% dei prezzi
calcolati ricade entro

* £2CONSOB




Analisi di Performance

STABILITA’

—I L

Lerrore del 90% dei prezzi
calcolati ricade entro

—I L

1073
D INTERVALLO DI PRECISIONE

Analisi di Performance

VELOCITA’

FFT
NU FFT

Analisi di Performance

VELOCITA’

—I L

lo schema NU — FFT ¢ all’incirca
2 volte piu lento di FFT

N £2CONSOB

Analisi di Performance

VELOCITA’

o S

Per tempi minimi, le
differenze scompaiono

74

CONSOB

Analisi di Performance

N £2CONSOB

Conclusioni

* NU - FFT permette 'uso di Griglie Gaussiane

VELOCITA’
Per tempi minimi, le
differenze scompaiono

NC2 G-LA G-LO

NU - FFT 0.02sec. | 0.0261scc. | 0.0301 sec.

Calcolo di 4000 prezzi su un Centrino 1600Mhz — 2gb RAM
Valore medio su 1000 run

o
3

£:2CONSOB

Conclusioni

* NU - FFT permette 'uso di Griglie Gaussiane

* NU - FFT ¢ indifferente al limite di Nyquist - Shannon

80

N £2CONSOB

Indice della presentazione

*L'Option Pricing via DFT
* Formule per il prezzo di un derivato via FT
* Convergenze della DFT alla FT
* Teoremi di Convergenza su Griglie Uniformi
* Teoremi di Convergenza su Griglie Non Uniformi Gaussiane

* ’Option Pricing Veloce
* FFT
* FFT Non Uniforme

*L’algoritmo interpolante “Gaussian Gridding”
*Analisi di Performance: Velocita, Stabilita, Accuratezza

» Conclusioni

* £2CONSOB

Conclusioni

* NU - FFT permette 'uso di Griglie Gaussiane

* NU - FFT ¢ indifferente al limite di Nyquist - Shannon

* NU - FFT ¢ accurato almeno quanto FFT




Conclusioni Conclusioni . . . . .
—_— —_— Il pricing veloce delle componenti derivative:

DFT su griglie gaussiane

Analisi di Performance e Error Control
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* NU - FFT ¢ accurato almeno quanto FFT * NU - FFT ¢ accurato almeno quanto FFT fj

* NU - FFT ¢ piu stabile di FFT * NU - FFT ¢ piu stabile di FFT
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* NU - FFT ¢ veloce tanto quanto FFT classico
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